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2 BPCF-2 BSVTF

Exercice 1 : (3pts)
On considere la suite numérique (U,) définie par :

Up =0 et un+1=2U#+25
1) Montrer que pour toutndeN Up >—-1
Uyg=0 donc Uy>-1
Soitn e IN supposons que Up > —1et montrons
que Upy1>-1 cest-adire Uq11+1>0
Uu,-2 U,—-2+2U_+5

Unri+l=og 25+1=—" 320 +5
_3U,+3_ 3(U,+1)

2U,+5 2U,+5
3(U,+1)
2U, +5
ona Up >-1donc Upn +1>0 donc 3(Up +2) >0
ona Up>-1 donc 2Up +5>3

Donc 3Un+1) _ 5 donc Upy£1+1>0
2U,+5

Dot Un>-1 VneN
2) Montrer que (Uy) est décroissante, puis deduire
que (U,) est convergente.

U, —2
Unv1=Un=5y 15~

U, -2-2U%, -5U,
2U,+5

VneN

Pourn=0o0na

n+1

Donc U, 1+1=

Un

2
| —2U%, -4U,, -2
- 2U, +5

2

—2(U, +1)
Donc — —_\"n "~/
Uns1=Un 2U,, +5

Ona Un +1>0 et 2Un +5>3

—2(U,, +1)°
20, +5

Donc —2(Up +1)? <0 donc <0

Donc U, ,1—-Un<0

D’ou (Up) est décroissante.
On a (U,) est décroissante et minoree par -1
donc elle est convergente.

3) On pose Vp, = 1+%J pour tout n de N.

n
a) Montrer que (V,) est une suite arithmétique de
raison 2 puis déterminer son premier terme.

Vhni1—Vn=2? ona Vp =

1+Up
_ 3 _3(U, +1)
Pone Vit =13 Uy O Un+1* =50 45
vy _3Un+5 3 _2(1+Uy)
Done Vo1 =Vn =310, +1) " 1+U, - 1+U,

Donc Va1 —Vh =2

—_ 3 donc V=3
Vo 1+Ug 0
D’ou (V,) est une suite arithmétique de raison 2 et de

premier terme Vg = 3.

b) Exprimer U,, en fonction de n, pour tout n de N
et déduire la limite de (Uy).

(Vn) est une suite arithmétique de raison 2 et Vy = 3.
Vh=Vo+2n donc Vh=2n+3 VneN

Ona —_ 3  donc T
Vn 1+Un 1+Unp VA
3-V, 3—2n—-3
Donc =>2=VN donc =2—<£N=9o
Un Vi Un 2n+3
D’ot —_—2n_ VYneN
ot Un=3573
lim Up= lim =20 — =2n__
N—>-00 N—402N+3 n—o+oo 2N
D’ou lim Uh=-1
N—-+o00

4) On pose Wp, = g3 Voet Sh=Wop+W +...+Wh
pour tout n de N.

a) Montrer que (W) est une suite géométrique et
déterminer sa raison et son premier terme.

Wh —e3Vn et Vh=2n+3

Wi =223 donc W, =e~2"

Wi = e—2(n+1) donc W41 = e—2n—2 — e—Ze—Zn
Donc Wh41 = e_ZWn

Donc (W,) est une suite géométrique de raison

q= e2 etde premier terme Wp =1

b) Calculer la limite de de lasomme S, .
On a (W) est une suite géométrique de raison

g= e2 etde premier terme Wp =1
OnaSn=Wo+W +...+Wh
n+1

On sait que S, =W01—1q et q — e 2et Wo =1

Donc s, = 1-e~2(+)
1-e7?
. ) _a—2(n+1)
lim Sp= Ilim l-e ™0 ™
N—>-+o0 N—>+0 1_g~2

0 lim —-2(n+1)=—0 t=-2(n+1
na lim (n+1) on pose (n+1)

Donc  lim e~ 2MD = Jim et=0
N—+o0 t—>—©
Dot lim Sp=—1t
N—+oc0 1—e~2
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Exercice 2 : (3pts)

Dans I’espace rapporté a un repere orthonormé direct,
(O;T;]; E) on consideére les points

A(2,1,2), B(-2,0,5), C(4,-5, 7) et Q(L,-1, 0).
On pose U= QA

Soit (S) la sphére de centre QO et derayon R =3

1) a) Montrer que ABAAC=13u et en déduire
que A, B, et C sont non alignés.
C(41_51 7) , B(-2101 5) , A(Zl]—’ 2) ; Q(ll-ll O)

-4 2 1
AB|l-1| et AC|-6 QA| 2
3 5 2
— — -1 -6 -4 2. |4 2|-
ABAAC= |- ]+
3 5 3 5 |-1 -6

=130 + 26] + 26k =13(i + 2j + 2K)
Or QA=i+2j+2k et u=QAdonc u=i+2j+2k
Dot ABAAC=13U avec u=i+2j+2k
ona ABAAC =13U donc ABAAC #0 car 40

D’ou A, B, et C sont non alignés.

b) Vérifier que x + 2y + 2z - 8 = 0 est une équation
cartésienne du plan (ABC).
Soit M(x ;y ;z)e (ABC)
AB A AC =13U est un vecteur normal & (ABC)
Donc G(l; 2;2) est aussi est un vecteur normal a (ABC).
(ABC):x+2y+2z+d=0 or A(21 2)e(ABC)
Donc 2+2x1+2x2+d=0donc d=-8
Donc (ABC) : 6x — 6y +3z2+9=0
pou (ABC):Xx+2y+2z2-8=0
c) Montrer que le plan (ABC) est tangent a la
sphére (S) au point A.
u=QAest un vecteur normal & (ABC)
Donc (QQA) L (ABC) donc A est le projeté
orthogonal de Q sur (ABC)
Donc d(Q;(ABC)) =QA
or Q—A(1;2;2) donc QA=+1+4+4donc QA=3etR=3
Donc A € (S)
d(Q;(ABC))=Ret A € (S)
D’ou le plan (ABC) est tangent a la sphere (S) au point A.
Autre méthode
(ABC):x+2y+2z—-8=0 et Q(1,-1,0)
+2x(-1)+0-8|
J12 427 4 22
Donc le plan (ABC) est tangent a la sphére (S)
or QA(L;2;2)donc QA=+1+4+4donc QA=3etR=3

Donc A € (S)
D’ou le plan (ABC) est tangent a la sphére (S) au point A.

d(0 (ABC)) - %:3 etR=3

2) Soient (P) le plan d’équation cartésienne
3Xx+4y+z+1=0 et(A) ladroite passant par le

point A et orthogonale au plan (P).

a) Montrer que la droite (A) coupe le plan (P) au point

{33
2 2
Ona N (3; 4;1) est un vecteur normal a (P) et (A) L (P)
Donc n est un vecteur directeur de la droite (A)
Soit M(x ;y ;2) e (A)

X=2+3t
(A):sy=1+4t

z=2+t
H(x;y;z) € (A)(P) équivaut a

X=2+3t

y=1+4t

z=2+t

(teR)

X+4y+z+1=0
3(2+3t)+4(1+4t)+2+t+1=0
Donc

6+9t+4+16t+t+3:0<:>26t:—13c>t:—%

1, 1
X=2+3(--)==
( 2) 2
1 1 3
=1+4(—=)=-1 dou H(=;-1L—
y (=3) i-12)
2:2—1:E
2 2

b) Déterminer les coordonnées du point D tel que H
soit le milieu du segment [AD]

H est le milieu du segment [AD]

Donc AD = 2AH m(%— 2;—2;%— 2)

Donc 2AH(-3;,—4;-1) et AD(X, —2;Y, -1z, —2)

Xp—2=-3 Xp=-1
AD=2AH <y, -1=—-4 <y, =-3
z,-2=-1 z,=1

D’ou D(-1-3;1)

3) Soit (Q) le plan passant par le point D et de vecteur
normal QD

QD est un vecteur normal & (Q) et D e (Q)

Donc (QD) L (Q) donc D est le projeté orthogonal

de Q sur (Q)

Donc d(X;(Q)) = QD et QD(-2;-2;1) donc QD =3
DoncD € (S) et d(Q;(Q))=3et R=3

D’ou le plan (Q) est tangent a la sphére (S) au point D.
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b) Montrer que les plans (Q) et (ABC) se coupent
suivant la droite (BC).

Soit M(x ;¥ ;2) e (Q)

@(—2;—2;1) est un vecteur normal a (Q)
(Q):—2x-2y+z+d=0 or D(-L-31)e(Q)
Donc 2+6+1+d=0donc d=-9
Donc(Q):-2x—-2y+z-9=0

pou (Q):2X+2y—-2z+9=0

B(—2,0, 5) € (Q) car 2x(-2) + 2x0-5+9=0
C(4,-5, 7) €(Q) car 2x4+ 2x(-5) ~7+9=0
ponc (BC) = (Q) or (BC) < (ABC)

Donc (BC) < (ABC) N (Q)

A(2,1, 2)2(Q) car 2x2+2x1 —2+9=1320

or A e (ABC) donc (Q) et (ABC) ne sont pas
confondus.

poi (ABC)N(Q)=(BC)

Exercice 3 :(3pts)

3 3

1) Soit le nombre complexe a= 7+§i

a) Montrer que a = J_(cos +isin= )

donc |a = F \/7 NE)

a= \/§(E+§i) donc a= ﬁ(cosg+ ising)

2022

3 3.
a=—-+—i
2 2

b) Déduire que a®™ est un nombre réel.

Ona a:ﬁ(cosg+ising) donc
2022
a’%% [\F(cos +isin= )} donc
3202 :\/5

1011
a’? = («/52) (cos674m +isin674m)

Ona cos674m=1 et sin674n=0

2022 011
Donc a = 31

2) Déterminer une mesure de 1’angle de la rotation R de
centre O et qui transforme B en A.

A(a) et B(a)
R(B)=A<a-0=¢e°@—0) ou0 est’angle de la
rotation.

*(c0s 2022 5 *isin2022 g)

0= i a T .. T
Donc a=e®a<e® == or a=\/§(cos§+|sm§)
a

Donc a=+/3e’? donc a=+3e *

a 3> 2

donc == donc e® =g 3
a -iZ
3e 3

donc =

22 [2n)

Une mesure de 1’angle de la rotation R est Z?E .

3) (E,):z*-\Bz+a=0

a) Justifier que o >% etque o =2z

On a I’équation (E,) admet deux racines complexes

conjuguées non réelles z et z
Donc A<O et A=(—/3)?—4a

Donc 3—4a.<0 donc a>%

Onazet z sont les solutions de ’équation (E,)

o« _

7z =— et Z42=-—= donc zz=a. et z+z2=+/3
Donc a. =zz

b) Montrer que |z|:‘z—x/§‘

Onaz+z=+3 doncz=+3-z

Donc ‘E‘:‘\ﬁ—z‘ or ‘E‘:|z| et ‘\ﬁ—z‘:‘z—\@‘
D’ou || =‘z—\/§‘

c) En déduire que les points M et N appartiennent a la
médiatrice (A) du segment [OP]

Ona |z|=‘z—\/§‘<:>|z—0|=‘z—\/§‘ ' M(2) et P(+/3)
Donc MO =MP donc M € (A) la médiatrice de [OP]
|z|=‘z—\/§‘ et ‘E‘=|z| et ‘z—@‘:‘m‘:‘i—«@‘
Donc \E\:\E—@@\E—o\z\i—@ ' N(z) et P(+/3)
Donc NO =NP donc N e (A) la médiatrice de [OP]

d) Déterminer la valeur de a pour laquelle ‘z —\/5‘ =

et déduire dans ce cas les points d’intersection de la
droite (A) et le cercle de centre P et de rayon J3

Ona ‘z—\/§‘=\/§ et |z|:‘z—\/§‘ donc |z|=

2 =30r |z =2z et a=2z dou a=3

Ona ‘z—\@‘:\ﬁ et M(z) et P(\/§)

MP =+/3 donc M appartient au cercle (C) de centre P
et de rayon J§

Etona ‘z—\@‘:‘i—«ﬁ‘ donc ‘E—\@‘:

NP =+/3 donc N appartient au cercle (C) de centre P

et de rayon Jg .

Or Me(A) et Ne(A)

D’ou les points d’intersection de la droite (A) et le
cercle (C) de centre P et de rayon 3 sont M et N.
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Exercice 4:(3pts)
1) On tire au hasard et simultanément deux boules de 1’urne.

4B ; 2N
Card(Q)=C3=

a) Calculer la probabilité de I’événement :
A" tirer au moins une boule noire ”
(IN et 1B) ou 2N

Card(A) :C%xc}ﬁcgzaﬂzg

_Card(A) 9 3
P(A)=Card(@) "15 5

b) Soit I’événement B : "Obtenir deux boules de méme

couleur " montrer que P(B) = 175
2B ou 2N
Card(B)=C5+C5=6+1=7

_Card(A) _ 7
P(A) = Card(Q2) 15

c¢) La probabilité pour que I’événement B soit réalisé

exactement trois fois est : Cg(P(B))?’(l— P(B))2

CiP®Pa- ey =101 (2

2) a) justifier que les valeurs prises par X sont1; 2 et 3
X =1 lapremiere boule tirée est blanche et on arréte

le tirage.

X =2 lapremiere boule tirée est noire, la deuxiéme est

blanche et on arréte le tirage.

X =3 lapremiere boule et la deuxiéme sont noires et

la troisieme est blanche et on arréte le tirage.

b) Montrer que P(X =2) = %
(X =2):" la premiére boule tirée est noire et la

deuxiéme est blanche " P(X =2) = Zx% %

c) les valeurs prises par X sont1; 2 et 3
(X' =1):" laboule tirée est blanche "

_1n=4_2
PX=1)=3=%
(X =3)" la premiére boule et la deuxiéme sont noires
et la troisiéme est blanche ”

2,1.4_1
P(X=3)= 6757415
Kk 1 2 3
_ 2 4 1
PXER 3 | 15 | 15
2,4 1_
(Ona 3+15+15 1)
d) La probabilité d’obtenir au moins une boule noire
L1 _1
P(X=2)+P(X=3)= 15 15=73

Probléme : (8pts)
On considere la fonction f définie sur R par :

f(x) = (x-1)2eX(E™)  x<2
f(x)=1+(x-2)%In(x—2) Xx>2
1) Montrer que f est continue au point 2.
ona f(2) = (2-1)2e2(?2 donc f(2) =1

lim f(x)= lim 1+(x=2)?In(x-2)
x—27F x—27F

Onposet=x—-2 si Xx— 27 alors t > 0*
lim f(x)= lim 1+t2In(t)= lim 1+txtin(t)

x—2% t—0* t—0t

Donc lim 1+txtIn(t)=1car lim tin(t)=0
t—>0t t—>0"

Donc |im f(x)=f(2) car f(2)=1
x—2%

Donc f est continue a droite en 2
lim f(x)= lim (x-1)%eX(?™X) =1
X—2~ X—2~
Donc |im f(x)=f(2) donc f est continue a gauche
X—2~
en 2. Puisque f est continue a droite en 2.
D’ou f est continue en 2.
2) a) Veérifier que pour tout x <2 et x =0

F)-F(2) _, x(2x) _, XX _1
x-2 ¢ X x(2—X)
Pourtoutx <2etx=0
@0 e 1 x(2- x)eX(2X) _x(2-X) 44
X(@2-x) (2-x)
_ ex(z_x) (2X - X2 —1) +1 _ _eX(Z_X) (X _1)2 11
. ~(x-2) (x-2)
(X2 220 1 (x-1%e¥0 110912
X(2-X) (x-2) X—2
o FOO=F(2) _ x(2x) _, XX 1
P Tk T *“x2=x)

¢) Montrer que f est dérivable en 2 et que T'(2) =0
puis interpréter les résultats géométriguement.

_ x(2—-
lim f(X)f2(2)= lim XeX(Z—X)_x(ZX)l 0
=2~ 7 X—=2~ X(2=X)
lim f(x)1;(2) 2e0 _2x1=0; t=x(2-X)
X—2~ -
X(2—X t

Car lim € (2 )_1= +et_1=1

x—2~ X(2=%) =0
Donc |im Mzo

X—2~ =7

Donc f est dérivable a gauche en 2 et fé (2)=0
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c) Montrer que f est dérivable en 2 et que T'(2) =0
puis interpréter les résultats géometriqguement
F0-f@) _ |, 1+(x=2)%In(x-2) -1
2 X—2
X x—2t

m FOf@ _ i 2 inx-2)
X=2 x—27F

lim
x—2F
Donc

x—>2Jr
Onposet=x—-2 si Xx—> 2% alorst > 0"
lim (x—2)In(x-2)= lim tint=0
x—2%t t—0"
Donc |im f)-1(2) _ =0
x—2t X2
Donc f est dérivable a droite en 2 et f('j (2)=0
Puisque f est dérivable a droite et a gauche en 2 et

fg(2)=fa(2)=0
D’ou f est dérivable en 2 et que f'(2) =0

On afest dérivableen 2 et T'(2) =0
Donc la courbe (C) admet une tangente horizontale au
point d’abscisse 2.
3) a) Vérifier que pour tout x < 2
f(x) = x(x — 2)eX () 4 gX(2X)
X(2—X)

Pourtoutx <2 f(X)= (x_1)ze
Donc F(x) = (x2 — 2x +1)eX(&~%)
Donc f(X) = (x2 — 2X)ex(2—x) + eX(2—X)

Donc F(x) = x(x —2)eX(¢7X) 4 gX(2-X)

b) Calculer [im f(x)et interpréter géomeétriquement
X—»—00

Le résultat.

lim f(x)_ I|m X(x= 2)eX(2X) 4 eX(2-X)

X—>—00

lim f) = lim —x(2-x)eX@X) 4+¢X(2X)
X—>—00 X—>—00

On pose t = x(2 - x) si X — —o0 alors {t — —o00
lim f(x)=_ lim —te'+e'=0
X—>—00 t——o0

te! =0 et lim et=0

t—o—

Car lim
t—>—o0

lim f(x)=0
X—I)n—]oo ()

D’ou
Ona lim f(x)=0 (C)admet une asymptote
X—>—00

horizontale d’équation y =0 au voisinage de —o0

¢) lim f(x)= lim 1+(x=2)%In(x=2)=
)X—I)+oo ()= X—I)+oo +(x=2)7In(x=2) =+

Car lim In(x—2)=+o0 et

lim (x—2)% = +o0
X—>+a0 —>+00

2
lim f(x) _ lim 1+(x=2)In(x-2)
X—>+00 X = X—»+00 X

X*(1-2)*In(x~2)

im T jim 14
X—=>+0 X = X—>+woX X
= lim L14+x(1-2)?In(x=2) =+
X—>+00 X X
Car lim x(l—z) =+o0 et lim In(X—-2)=+o0
X—>+00 X—>+00
D’ou  [lim ﬁ=+oo
X—>+00 X
Ona I|im T(x) = +oo Donc la courbe (C) admet
X—>+400 X

une branche parabolique de direction 1’axe des
ordonnées au voisinage de o0

4) a) Montrer que pour tout X < 2

f1(X) = 2x(x —1)(2 — x)eX(?™X)
Pourtoutx <2  f(x)=(x—1)2e*(X)
f1(x) = 2(x - 1)eX(® 4 (x ~1)2e*¥2X) (x(2 - x))"
f1(x) = 2(x —1)eX(Z) 4 (x ~1)2eX(@X) (2 _2x)
Donc f'(x) = 2(x—1)eX X [1+ (x - 1) (1-x)]
Donc '(x) = 2(x —1)eX(ZX)x(2 — x))

Dod F'(x) = 2x(x —1)(2—x)e*Z™X)  wx <2
b) Montrer que pour tout X > 2
F'(X)=(x-2)1+In(x-2))

Pour tout x >2 f(X)=1+(X— 2)2 In(x—2)
f1(X) = 2(x = 2) IN(X = 2) + (x—2)° XX%

Donc f'(x) =(x—2)[2In(x—2) +1]
Dou f'(X)=(Xx—2)(1+In(x-2)) WVx>2

¢) Résoudre dans I’intervalle ]2;+o0[ I’inéquation :

Vxe]2;40o[ 1+2In(x-2)<0

1+2In(x~2) <0 In(x—-2) <7

_1 1
|n(x_2)£_%®eln(x—2) <e 2o x-2<e 2

o x<24e 2 sx<2+-L

e

Ona X>2etx<24+ 1 donc 2<x<24+-L

Je T e

Doi S=}2;2+L}

e
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d) Etudier le signe de f'(X) sur R puis dresser le
tableau de variations de f sur R.

Vx>2 f'(X)=(x—-2)1+2In(x-2))
Le signe '(X) est celui de 1+ 2In(x —2)
VX>2onax—2>0
Ona1+2In(x—2)<0<2<X<2+-L

Je
f} f1(x)<0

VX€:|2 2+
e

Ona 1+2In(x—2)>0<>X>2+-L
e

1 .
VXe| 2+ —=;+0
l: e

[ f'(x)>0

VX<2  f(x)=2x(x—1)(2-x)e*(Z™)

Vx<2 2-x>0eteX®X 50
Le signe T'(X) est celui de X(X—1)
X(x-1)=0<=x=0o0ux=1
X(x-1)<0<=0<x<1

vx e[0;1] f'(x)<0
X(x—1)>0<=xe |00 U2

vx e J-oo;0[ w2 f'(X)>0etonaf'(2)=0

X |- 0 1 2 2+L +00

f'(x)

A

5)f(2+ 1 )~08

6) Soit A € ]2;3
a) En utilisant une intégration par parties, montrer que :

[Px-2)? In(x—2)dx:—%+%(X—2)3(%—|n(x_2))

onpose J= If(X—Z)Z In(x —2)dx

u(x) =In(x—2) u'(x) = x—iz

Vi(x) = (x—2)* V(X)=@ , (x-2)=1
(x—2)3 P ax=2? 1

J:{ 3 In(x—Z)L—7L 3 X_de

=3=-1-2°n1-2) —%jf(x—z)zdx

3 3
Donc .J:—%(1—2)3|n(x_2)_%{(x_32) :L
pone J=-3(A-2)°I(A-2) - (1-(A-2)°)

D'oi J:—§ §(x—z) (%—ln(x—z)

b) Déduire en fonction de A 1’aire A(A) de la partie du
plan limitée par la courbe (C) et les droites
d’équations 1y =1, x=Aetx=3

VX € 2;3] (C) est en dessous de la droite
d’équations 1y =1

A(L) = ji [f (x) —ldxlcm x1cm

VX € 2;3] (C) est en dessous de la droite
d’équations 1y =1

[ 100 —1x = [21—F(x)dx
Ifl—f(X)dX=jfl—1—(x—2)2 In(x — 2)dx

Donc [, 1~ F(x)dx =, (x~2)? In(x — 2)dx

or [(x-2)%In(x- Jax=-1+1-2) (%—In(X—Z))

A(L) = (%—%(x -2 -~ 2)))cm2
c) Calculer  [im A(A)

A2t
lim 1-1n-2 (1 In(L—2))
K—>2+9 3

_ 1.1 1n_n_n— _
_x|_.)n;+9 10.-2 [3@ 2)=(A=2)In(A 2)}
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Onposet=21-2 si A—> 2" alors t>0"  Donc Ilim (A—=2)In(A—2)= lim tiIn(t)=0
A—2F t—0*

lim l(x—z)z[l(x—z)—(x—z)ln(x—z)]=o
A2t 3 3
Dod  lim A(k)z%cmz

A2t
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